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CHAPITRE | :
OPTIMISATION LINEAIRE
A PLUSIEURS VARIABLES



Introduction

 De nombreux problemes se ramenent a la

problématique suivante :

* « Des ressources, disponibles en guantité

limitée, doivent étre utilisées a diverses

activités envisageables de facon a retirer

le plus grand profit possible de cette

utilisation »



Dans cette problématique on peut
identifier quelqgues mots-cles :

Les niveaux d’activité

Les ressources disponibles

L a meillleure utilisation

-
-

Ce sont des variables
de décision

Ce sont des contraintes

Nous avons a résoudre
un probleme d’optimisation




. PROBLEME D'OPTIMISATION

Un probleme d'optimisation consiste en la
determination d'un ensemble de variables,
reliees entre elles par un modele et des
contraintes, qui extrémalise un critere.

/ Minimum
Extremum

. Maximum




Exemple de probleme d’optimisation :
Cas d’un capteur solaire

Variables (co(t, surface et inclinaison) : C, S, a
Modele: Ts=f(T,, E,U;,C,S, )

(C<C,,

Contraintes S, <S <S4

\amin <A<

Critere (Rendement du capteur) :17 =71(C, S, @)

Probleme d’optimisation (Extremum) : g/lsax 77
y O,



« Dans ce cours nous étudions les méthodes d'optimisation
statique. Cependant, d'un point de vue numérique, un
probleme d'optimisation formulé de facon dynamique peut
étre résolu par utilisation de méthodes statiques apres
discrétisation.

« La classification des problemes d'optimisation se fait a
partir de la forme

— du critere,
— des contraintes
— du domaine dans lequel les variables d'optimisation sont définies

« Classification : probleme linéaire, probleme non linéaires,
probleme sans contraintes, probleme avec contraintes, ...



Il. FORMULATION MATHEMATIQUE D'UN
PROBLEMED'OPTIMISATION LINEAIRE:

La programmation linéaire (optimisation linéaire)
est une technigue mathématique qui permet de
trouver les niveaux des différentes activités
(variables X) qui donnent la meilleure utilisation
(minimisation d’'un critere z) de I'ensemble des
ressources disponibles (contraintes).



. FORMULATION MATHEMATIQUE D'UN
PROBLEME D'OPTIMISATION LINEAIRE:

Il -1. Formulation standard

Soit D =R" le domaine des variables x telles que :
X=(X,%,..,X)eR" (n variables)

On dira que le probleme linéaire a une formulation standard si
X minimise la forme linéaire :

-

n
Min z = Min ZC,-X,- =p Critére d'optimisation
X j=l
1%, 20 J=1...,n

Zaijxj =b 1=1..,m =—=p M Contraintes égalites




La formulation équivalente matricielle s'écrit :

avec

.

‘Min c' x
X >0
kAx =D

(x e R"
Ace M

rang A=m
b=[b,...b,] €R"
D={x;x>0et Ax=b}




Exemple

Probleme standard dans le cas :

(

.

— De 3 variables
— De 2 contraintes égalités

n=3
Min z = Min chxj - M
X1 ,X5,X .
1’2’3J:1
X, 20, X,=20, X=0

n=3

dax =b i=12 =

In (C,X, +C,X, +C,X,)

X1 X5 1 Xg

A X +apX, +a3X; = bl

j=L

Ay Xy Ay X, AKX = bz



La formulation équivalente matricielle s'écrit :

‘Min ¢ x
X >0
AX =b

dy; G
_a21 a'22




11-2. Formulation non standard

La résolution d'un probleme linéaire nécessite sa mise sous forme
standard

I1-2.a. Cas des contraintes inegalités

Si on a des contraintes inégalités de type :
Ax<Db ou Ax>Db

On introduit des variables d'écart dans les contraintes :

AX—|—e:b ou AX_e:b _el_
e
e >0 e=|."
avec J
ee R™
_em_




S'il y a m contraintes inégalités au départ, la nouvelle dimension
du probleme lineaire est (n+m).

En éecriture matricielle on aura:

"
7 :[CT 'O]_e _
et _X_
[A:1]|...|=b
_e_




1-2-b. Cas d'un maximum

Sion aun maximum a déterminer

—Min|-z(x)| = Max|z(x)]



lI-2-c. Cas ou les variables ont des bornes supérieures

Si les variables ont des bornes supérieures, on introduit des
variables d'ecart :

(MinCTX (MIFICTX
Ax=Db
JAX =D : $
D<x <h X+Yy=h
\ =X S x=0 ; y=0
.
y = .y2

Y



II-2-d. Cas ou la condition X >(Q n'est pas
precisee

Sila condition X =0 n'est pas précisée, on pose :

X=X"—X" avec x>0 et x >0
) s

AX =D = [A:-A] =b

< _X__

7=C'x =1z=C' [x+ —x‘]




|l suffit de prendre
X " =max(x,0)

X~ =-—min(x,0)

Dans ce dernier cas on a doublé la dimension du probleme (2n).



1I-3. Solution acceptable de base (Forme simpliciale)

Considérons la forme standard particuliére

XB XB
Ax=b = [B:H]{ }zb avec A=[B:H]| et x={ }
X" x
y B
Si B est non singuliére = [118_1H ]L{H}=Blb
(Dét B = 0)
x| R =BH
C'est de la forme [1: R ] =Db dvecC
X" b* =B




B
X est constitué des variables de base.

X H est constitué des variables hors base.
4
B S
X" =b

X7 =0

&
est une solution acceptable de base si

b;zo  1=1..m.

Critere correspondant a la solution de base

Alors : S

z =c®b®+(c" —c® R)x"

T T
7z =c° B b=c®b°®



Exemple :
Matrice de base et matrice hors base

2% + X, + X+ X, =0

/-

X +2X, +3X, + X, =5

12X +2X, + X+ X; =6

La forme standard fait apparaitre une matrice A qui peut
se décomposer en deux sous-matrices H et B :

211100
A=l1 2 3 0 1 0
2 21 001

T

Il
N PN
N N
= W

vy,

Il
o O
o O

— O O



B est la matrice de base :

- les colonnes de B sont des colonnes unites

- sont linéairement indépendantes

- forment une base de l'espace vectoriel des colonnes a 3 élements

- les variables associées aux colonnes de B sont des variables de base

H est la matrice hors base :

- les variables associées aux colonnes de H sont des variables hors base



[I-3-a. Introduction de variables artificielles

On obtient directement une forme simpliciale si les conditions sont
de types inégalité :

Ax <b
soit Ax+1le=D - e=>0
_e _
ce qui donne : [1:A] =D
_X —
(X =0
La solution de base dans ce cas est : <




Exemple : 2% + X, + X, <0

X, +2X, +3%X; <5
2X, +2X, + X, <6

Introduction de variables artificielles X, , Xz, X4

(2%, + X, + X, +X, =0
X +2X, +3X,+ X =5
2X 2%, + X+ X, =6

N

211100 2 11 1 00
A=|1 2 3 0 1 0 H={1 2 3 B=(0 1 0
2 21 001 2 2 1 0 01

La solution de base dans ce cas est :

Xx=0 X, =0, X,
—
e=b X, =0, X

|l
o O
>
w
|l
o



II-3-b. Méthode génerale

Lorsqu'une forme simpliciale n'est pas evidente, on utilise le nouveau probleme
linéaire suivant: .

Ax+e=b ; e=>0

c'X =7z

N

On obtient ainsi une solution de base du probleme initial en résolvant le
nouveau probleme précédent, avec les deux premiére équations qui
constituent les contraintes est la derniere égalité qui forme le critére.

Alors a l'optimum:

w=0=> I'existence d'une base pour le probleme initial

w>0= la non existence de la base.



11-4. Passage d'une solution acceptable
de base a une autre

Soit X =(Xy,X,,..,X,0,...,0)  une solution de base :

X® =pb*=B

Les vecteurs A, i2m+1 sont les vecteurs hors base.

Pour passer de X a une autre solution X, on fait rentrer dans la base un vecteur

A, i>m+1 etfait sortir de la base un vecteurA; , 1 <m

On fait la méme chose pour les Xi correspondants (changement de pivot).



Supposons gue le systeme initial soit sous forme simpliciale standard ;

on peut dresser le tableau suivant:

X, X,
1 0
1 0
0O O 1
0O O 0

An An+l

X

m

0

X

m+1

yl,m+1

y2,m+1
yp,m+1

ym,m+1

A\n+2

X

m+2

yl,m+2

y2,m+2
yp,m+2

ym,m+2

yl,n
y2,n

ym,n



Pour faire sortir x  des variables de base et
rentrer x.(q >m+1) dans la base (cecl est
possible si y . #0), on divise la p"“™ ligne
par y , €t on retranche des multiples de la

ligne p aux autres lignes de facon a donner au
coefficient de x, la valeur O dans ces lignes.

Ainsi la ™ colonne du tableau a un 1 sur la
p“™ ligne et 0 ailleurs.



On a de facon explicite pour les coefficients y{,j du nouveau tableau:

l _ _ yp,J . i ¢
Yi.i=VYi; Yig p
yp,q
Equations de pivot S
Yp,i
Ypi=— i+ =P
L yp,q

Y pq estlepivot



X q est la variable qu'on fait rentrer dans la base.

Pour déterminer celle des variables de base qui va sortir, on calcul donc
les valeurs :

ek I i=1..m et Yig >0
Xiq yiq

et on choisit le Xi correspondant a la plus petite valeur .



11-5. Algorithme du simplexe

Considérons la forme simpliciale

z =c®b*+(" —c® R)x"

—+

[1:R]|... |=b° e

La solution de base est telle que :

(., B S
X :b - N H
1 ot =71+ ) aX|
X ZO j=m+1

.



Théoreme 1

SI a; <0 et si le vecteur A, correspondant

() >m +1) est introduit dans la base initiale
pour donner une nouvelle solution acceptable,

celle-ciesttelleque z <z .

S'il existe plusieurs «; <0, on Introduit dans

la base precedente le A, tel que «; est le plus
négatif.



Théoreme 2

Etant donné une solution de base associée a
une base B, une condition nécessaire est
suffisante pour que cette solution soit optimale

est que pourtout j eH ona «a; 20.

La solution optimale est alors:




Exemple

Résoudre:  Min z = Min (-3x, — X, —3X,)

(22X, + X, + X, <2

+2X, +3X, <95
Avec TR N
2% +2X, + X, <6

X =0 ; 1=123




On rappelle d'abord le passage d'une base a
I'autre :

_ _yp,j :
yi,j_yij qu ] Iip
Ypaq

. Y,
Yoj ="  1=p
Ypaq
. y,.
a; =a; -—"a,




On donne ensuite la formulation standard du
probleme. Pour cela on introduit les variables
d'ecart :

X;,%,% (X =20 ; 1=4,5,6)

)
2X, +X, +X,+X, =2

_ X, +2X,+3X,+X; =5
Ce qui donne: 4
2X,{+2X,+X ;+X; =06

Z =-3X,—X, —3X,



On forme le tableau :

A A A A

Yij

o o, o, a,

Cela donne:

s

—Z



Tableau n°1

2

1

2
—3

Car

1 1
2 3
2 1
-1 -3 0

o O -
o O — O

2X X, + X+ X, =2
X, +2X,+3X;+X; =5
2X, +2X, +X ;+X =6

Z =-3X, —X, —3X,

o — O O

O O O1 DN



La solution de base est donnée par :

a, et a, sont les coefficients les plus negatifs,
on fait entrer, par exemple, X, dans la base.



1 1 0 0 2
3 01 0 5
1 0 0 1 6
-3 0 0 0 O

1
2
2

Tableau n°1

2

2
—3

-1



A, b
" \
1
3
1

2 1 100 2 1 2
1 2 0105 A, = b=|5
2 2 0 016 1] 6
3 -1 3000 0

Dans la colonne A, on calcule les coefficients Xi _ b
Yis  Yis
r2 -
I=2 pour 1=4 (car Xx,=2)
. 5 _
On obtient 45 pour i=5 (car X, =5)
6 .
1:6 pour i=6 (car Xx,=~6)

On choisit le x. correspondant a la plus faible valeur (5/3 est la
valeur la plus faible). C'est donc x. qu'on fait sortir de la base.



Tableau n°1

2 1
1 2
2 2
-3 -1
T
0(1

e
{3 o
10
30
T

2%

o r O O

O O O1 N



Exemple de calcul de  Ya,

2

1

2
—3

Y30

1 1 100
2 {3, 01 0
X

2”71 0 0 1

1 -3 00 0

2x3-2x1_6-2 4
3 3 3

O O O1 DN



Le pivot est y,, =3 et le calcul des yi'j et des

a; donne:
Tableau n°2
{E} 1 0O 1 —1 0O 1
3 3 3 3
i 2 45 0 1 5 2
3 3 3 3
) 4 O O —1 1 13
3 3 3 3
—2 1 O O 1 0 5

a, =—2 est le coefficient le plus négatif, on
fait entrer x, dans la base.



La solution de base est donnee par :

5
>3
1
X4:§
) 13
X6:§

X, =X, =% =0
| Z=-5



Ensuite, dans la colonne A, on calcul les
coefficients :

I bl
n yn
1/—3:1/5 pour 1=4
5/3
On obtient <%:5 pour 1=3
1/3
%:13/5 pour 1=06
5/3

1/5 est la valeur la plus faible, on fait donc
sortir de la base x, (1=4) .



)
| 5_3173

Pivot

® ® i

o e 1__73

— ® ®
® — ®
AN N FT|M

—N
DM A WUOmM
——

Tableau n°2



. 5
Le nouveau pivot est y. =3 et le calcul des

y; etdes x; donne:

Tableau n° 3

1 1 0O N 0O 1
S) S S S
0O 3 1 -1 2 0O 8
) S S S
O 1 O -1 O 1 4
o L o & 32 o 2¢
S) S S S



Tous les coefficients «; sont positifs. La
solution optimale est donc :

-

(x,=1/5 X, =0

21
<X2:O <X5:O Z:—E
Xy =8/5 Xe =4
Remarque

Si dans la derniere phase, une variable hors
base x. ason coefficient «; =0 (derniere ligne

du tableau), i1l existe au mois une autre
solution optimale.



